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Связь распределения огибающей 
квазигармонического случайного процесса 
с порождающим двумерным распределением
Рассмотрена методика моделирования стационарного случайного процесса с заданным двухмерным 
распределением. В основе моделирования лежит использование квазидетерминированного гармониче­
ского колебания с заданными параметрами. Модификацией указанного колебания установлена связь ха­
рактеристической функции модели с заданным двумерным распределением.




y (t) = A cos (ш/ + ф), (1)
где A, ю, ф - случайные величины с заданными плот­
ностями вероятностей Wa (A ), W0 (ш ), ^ф (ф ),
часто используется в практике радиотехнических 
расчетов [1]. Колебание y (t) может быть, напри­
мер, использовано для вероятностного моделирова­
ния стационарных случайных процессов по задан­
ным одномерной плотности вероятности щ (x) и 
корреляционной функции (КФ ) Bx (т ) [2]. Не­
сколько модифицировав процесс (1), можно также 
обеспечить требуемую двумерную плотность ве­
роятности щ  (x i, Х2) для совокупности сосед­
них отсчетов {x i = x (t), Х2 = x (t + т )} стационар­
ного случайного процесса x (t). Заданную дву­
мерную плотность вероятности (П В) будем назы­
вать порождающим распределением.
В  настоящей статье рассмотрен способ моди­
фикации процесса ( i), при котором обеспечивает­
ся заданное двумерное распределение. Также ис­
следованы вероятностные характеристики модели 
на примере моделирования гауссовских и негаус­
совских случайных процессов.
Основные функциональные соотношения. 
Квазидетерминированное ГК  ( i)  определяет стаци­
онарный случайный процесс при условии незави­
симости случайных величин A, ю, ф и при равно­
мерном распределении начальной фазы ф на интер­
вале [0, 2л] [2]. При этом условии в [1] получены
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фундаментальные соотношения между распределе­
нием мгновенных значений щ (у ) ГК  и распреде­
лением его амплитуды Wa (A ) , (A > 0) , из кото - 
рых следует, что характеристическая функция (ХФ ) 
Qi (v ) для плотности щ (у ) и функция Wa (A )/A 
связаны парой преобразований Фурье-Бесселя: 
ю
Wa  (A)/A  = J  Q  (v) J 0 (Av) vdv, (2)
0
Qi (v ) = J  Jo  (Av) AdA, (3) 0 A
где J q (0 - функция Бесселя нулевого порядка.
Соотношения (2), (3) приняты за основу модели­
рования стационарных случайных процессов по за­
данным щ  (x) и Bx (т ) [3]. При этом предполагает­
ся, что функции щ  (x), Wa (ш ) и Bx (т ) являются 
четными относительно своих аргументов и опреде­
ленными на бесконечном интервале их значений.
Колебание ( i)  путем некоторой модификации 
может быть использовано и для моделирования 
случайного процесса с заданным двумерным рас­
пределением. С этой целью с помощью совокуп­
ности значений {x i, x2} сформируем случайную 
величину вида
R  (x1, x2 ) = [ ( x12 + x2 - 2P ixix2 V I1 - P2 (] 1 , (4)
где pi (т ) является произвольной функцией, удо- 
влетворяющей соотношению |pi (т )| < i.
С помощью (4) сформируем случайный про­
цесс вида
у  (t) = R (x i, x2)cos(a t + ф ), (5)
в котором огибающая R  (x i, x2 ) определена по (4). 
Определим закон распределения случайной вели­
чины R (x i,x 2) для заданной двумерной ПВ. С 
помощью [4] получим 
2л
W (R ) = R  cos p J щ  [R  cos (0 - р ), R  sin 0] d0, (6)
0
где введено обозначение cos Р = i 1 - p2 (т ).
Выражение (6) может быть преобразовано в эк­
вивалентную форму, если перейти от ПВ щ  (x i,x2)
к двумерной ХФ  Q2 ( i ,  V2 ), связанной с П В пре­
образованием Фурье [1]:
щ  (x i, x2) = 1  (2л)2 х
ю ю
х J  J  exP (-iv1x1 - iv2x2 )Q2 (v1,v2 ) dvidv2. (7)
-ю -ю
Подставив (7) в (6), после некоторых матема­
тических преобразований с учетом интегрального 
соотношения [5]:
1 2л
—  J  exp {-iR  [v  cos (0 - p) + V2 sin 0_}d0 =
= J 0 (r ( T ^  ),
получим
W  (R  ) = R  cos р/(2л)х 
ю ю I Г2— 2 \х J  J  Q2(  V2)Jo [R\jvi + V2 + 2piviv^jdvidv2 . (8)
-ю -ю
На плоскости (v i, V2) сделаем также замену 
переменных по формулам перехода к обобщенным 
полярным координатам (X, а ), определяемым из
соотношений у  = X cos (а  + р ); V2 = X sin а. 
Принимая во внимание соотношения
dydv2 = XdXdа  cos Р; vp + v| + 2piviv2 = X2 cos2 p,
перепишем (8) в виде
W  (R ) = R  J  F  (z) J 0 (Rz) zdz, 
0
где введено обозначение: 
1 2л
Fi (z ) = J  Q2
cos (а  + Р) z sin а
cos Р cos Р
(9)
d а. (10)
Из (9) следует, что функция W  (R )/R есть 
трансформанта Фурье-Бесселя нулевого порядка 
от функции F i( z) , определенной в соответствии 
с (10). На этом основании можно заключить, что 
функция F i(z) может быть найдена по формуле 
обратного преобразования Фурье-Бесселя [i]: 
ю w  ( R )
Fk (z) = J  W r J 0 (Rz) RdR. (11)
0 R
Сопоставив (2) и (9), можно заключить, что 
функция F i(z) играет роль характеристической 
при условии идентичности распределений:
Wa (A ) = W  (R ). (12)
ю
Поскольку функция (10) определяется с по­
мощью исходной ХФ  Q2  ( 1, V2), она включает в
себя всю информацию, содержащуюся в задан­
ном двумерном распределении.
В  [2] показано, что случайный процесс в форме 
(5) имеет заданное двумерное распределение, если 
оно относится к специальному классу эллиптически 
симметричных (ЭС ) распределений [6], а также в 
том случае, когда произвольная функция Р1 (т) 
удовлетворяет соотношению Р1 (т ) = рx (т ), где 
рx (т) - нормированная КФ  рассматриваемого 
случайного процесса.
Этот факт вытекает из того, что для класса 
ЭС-распределений наблюдается идентичность функ­
ций (12). Во всех остальных случаях моделирова­
ние процесса в форме (5) обеспечивает двумерное 
распределение с тем или с иным приближением к 
порождающему распределению.
Рассмотрим некоторые примеры расчетов по 
(10), (11). Пусть задан центрированный гауссов­
ский случайный процесс с параметрами s2, 
г  = /| (т ), ХФ  функция которого имеет вид [1]
Q2 ( ъ  v 2  ) = exp v1 + v2 +2r1v1v2 ) (13)
Подставив (13) в (10), после интегрирования с 
учетом [5] получим
(  ст2 z2 1 - Р11 Л
' 2 1 -р2
1о




где I q (-) - модифицированная функция Бесселя
нулевого порядка.
С помощью (9) можно найти распределение 
W  (R ) случайной величины (4). Подставив (14) в 
(9), имеем:
W  (R  ) = R  1 -р2
ст '1 - г12
exp R 2 (1 -р1/1)
2ст2 (1 - r2 )
X I R 2 (р1 - r ) 
2ст2 (1 - П2 )
(15)
Выражение (15) совпадает с аналогичным 
выражением, приведенным в [4]. При р1 = r1 (14) 
и (15) соответствуют аналогичным значениям для 
гауссовского процесса с рэлеевским распределе­
нием огибающей.
Рассмотрим далее негауссовский процесс в виде 
квазидетерминированного ГК
У0 ( t) = 4 ) cos (ra0t + Т ) , (16)
где A ), Ю) - фиксированные величины; Y  - слу­
чайная величина, равномерно распределенная на 
интервале [0, 2л].
ХФ  процесса (16) определяется [1] выражением
Q2у (  .2 )=  J q ( ( (  + V2 + d v . cosmqt), (17)
а нормированная КФ  ро (т ) = cos Ю)Т.
Подставив (17) в (10), после математических 
преобразований с учетом [5] получим
F  (z) =
2л г Г1 - р1ро- ( - ро ) cos2t
=2 л 0 Jq  {  Aqz 1 - р2
it. (18)
При р1 = ро из формулы (18) получим ХФ  в 
форме F ( z) = Jq  (Aq z), соответствующей ана­
логичной функции из [1] для процесса (16).
Рассмотрим далее процесс вычислений по 
(10) для случайного процесса в виде суммы:
X (t) = у0 (t) + n (t) , (19)
где уо (t) - колебание вида (16); n (t) - гауссов­
ский шум (ГШ ) с дисперсией ст и коэффициен­
том корреляции r1 (t). Случайные процессы уо (t) 
и n ( t) будем считать стационарными и незави­
симыми, поэтому ХФ  суммы (19) равна произве­
дению ХФ  слагаемых:
Q2x (  v2 ) = Q2у (v1, v2 ) Q2n (  v2 ) , (20) 
где Qjy (v1, v2) и Q2n (v1, v2) определяются фор­
мулами (17) и (12) соответственно.
Заметим, что расчеты по (9) с учетом (20) для 
суммы (19) выполнены в общем виде в [4]. Поэтому 
функция F  (z) из (10) может быть найдена по фор­
муле (11) при подстановке в нее функции W (R )/R , 
определенной в [4]. Для упрощения математических 
выкладок рассмотрим два крайних случая задания 
произвольной функции р1 (т) , входящей в (4):
р1 (т) = cos ю0 т; р1 (т) = 1  (т) . (21)
Подставив (20) в (10), с учетом (12), (17) и 
первого равенства в (21) после вычисления инте­
грала с помощью [5] получим
F (z) = exp 
( _  2_2
(  2 2 л Л ст z 1 -р1/




J о (A )z). (22)
Выполнив аналогичные выкладки с учетом 
второго равенства (21), найдем:
F i(z) = exp
а 2 z2  ^а  z
л 2л
^  J )2л 0 0
I1 - pipo - (p i - po ) cos2t
1 -p2
dt. (23)
Полученные результаты (22), (23) соответ­
ствуют ранее найденным формулам (14), (18) и 
сводятся к ним при соответствующих значениях 
параметров pi и A ).
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На основании изложенного можно заключить, 
что моделирование случайного процесса в форме 
(5) может обеспечить идентичность двумерных 
распределений для класса ЭС-распределений. 
В  остальных случаях моделирование по (5) за­
ключается в предварительном определении функ­
ции F i(z) по (10) и дальнейшем определении
преобразования Фурье-Бесселя по (9) на основании 
найденной функции. Соответствие двумерных 
распределений процесса (5) и заданной ПВ может 
быть оценено с помощью информационного кри­
терия, введенного в [3].
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